Agrégation externe 2006 
Analyse et Probabilités 


Zéros des polynômes aléatoires 
Corrigé par l’auteur du sujet 


Partie I 
Asymptotique du nombre de zéros 


1 
1. La fonction A,(t) est continue sur [1,+oo[ et dominée par — au voisinage de +, donc intégrable sur [1, +oof. 
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lorsque x tend vers +oo. Ainsi l'intégrale est bien convergente et 
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2. (a) En multipliant par la quantité conjuguée, on a 


(b) Par la formule du binôme, 
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(d) A l’aide d’une intégration par parties, on a 


car < 


fo -antoiar< +0 réa < (+0 (fl en(odt-+ ut) — sen) 


En utilisant la majoration de la question 2b) pour w,(t) et wA(1), on à alors, en laissant tendre x vers +oo, 


f'ab-aou<m+n(5+ [7 at) ot 


4. 


(e) On à ôh(t) = An(t) + (ôn(t) — An(t)) donc 6, (t) est intégrable sur [1,+oco|, et 


Us En (é)dt = _ + [6.0 — A, (#))dt 
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2n+2 à 9 DR? 
t 2 2 2  t 4 
(a) On a (a + 2) _ ) = Cire + o(t?) et ( — 2) = —t° +o(t), de sorte que le terme en 
nm nm nm nm nm 


t? dans l'expression de N,(t) est nul, ainsi N,(t) = o(t?). 
Par l’unicité du développement limité, la formule de Taylor-Young fournit N,(0) = N/(0) = N/(0) = 0. 
La même formule de Taylor-Young donne alors N,(t) € O(t*) au voisinage de 0 (car N, est CŸ). 
1 1)? 1 1 
Par ailleurs, D, (t) + Ce et ainsi d2(t) € O G). Comme 6,(t) € O (2) au voisinage de 0, 
n 


cette fonction est intégrable en 0. 


2n 
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L’inégalité (i + ) < e? provient par exemple de In(1 + x) < x. 
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L'ensemble B est une sous-algèbre de l’algèbre des suites de fonctions, en vertu des arguments suivants : 
e La suite nulle (g, = 0), est dans B (M = 0 convient). Cet argument n’est d’ailleurs pas nécessaire. 
e La suite constante (g, = 1), est dans B (M = 1 convient). 


e Si(9n)n €t (Rn)n sont dans B, associés respectivement aux constantes M, et M», alors (Ag), est dans 
B (|A, convient), et (9, + h,), est dans B (M, + M, convient). Par ailleurs, si fn = 9n X An: 


nl < MyMn, fol = Ignlin + 9nhnl <2MgMn, fl = Ignlin +29nhn + nn < MM 


El = 92 An + 39h, +39, h7 + gnh'| < 8M, Mh 
Donc (fh)n est dans B. 


2n 
t t 
On vérifie aisément que (e (+ ) | j (re (+ )) et la suite de fonctions constantes 
n nn 
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4 1)? 
(: = nE) sont dans B. La structure d’algèbre de B permet alors de conclure que (N,(t)), est 
n 102 


dans B. 


(c) Considérons M telle que [N/"(t)| < M pour tout n et tout t. Par l'inégalité de Taylor-Lagrange à l’ordre 2 
en 0, on à pour tout t € [0,1], 
M 
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Par ailleurs, on peut minorer D,(t) par le premier terme de la formule du binôme pour obtenir 


MAUIRS 
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(a) Comme t > 1, l'inégalité demandée est équivalente à CRE] >(n+1){. Ona 
t2n+2 2] 7 1 : 
D _ ÿ g2* " ; Sr + n-2#) 
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On (EF 2 PR) RE 24" d’après l'inégalité fournie par l’énoncé. En sommant, 


D n +1 
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see 


(b) Le changement de variable t = 1 + T envoie le domaine ]1,+co[ dans le domaine ]0,+co[. On retrouve dans 
n 
l’intégrande l'expression de 6, (x) et ainsi 
nr Jo 


1 +00 
Comme ; On(x)dx € O(n), ce terme est négligeable devant [l 6n(x)dx, et ainsi 
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Partie II 
Balayages orthogonaux sur la sphère 


ITL.A - Une mesure invariante sur la sphère 


1. Lorsque X est un convexe contenant 0, alors le cône engendré par $*-1NK est inclus dans X, et donc de mesure 
de Lebesgue plus petite que celle de K. Ainsi, 


An (hs A] x [1 IJTT) © 2h 
\(B") S L9 


Xs (ST NT RAR] x [-1,1770)) < 


2. Si C'est le cône engendré par À et C” est le cône engendré par r(A), alors on a clairement C” = r(C') par la 
linéarité de r. Donc À,(C") = A,(r(C)) = À,(C) car r est une isométrie. 


3. La rotation de matrice 
cos  sinÿ 
—sin0 cosé 0 


1 


envoie Qo.0+0 dans Qo.,9. Comme À$ est invariante par rotation, on a Às(Qo.,9+0) = ÀAs(Qow). Or 


À5(Q0,0+0) = Às(Q0,0) + Às(Qo,0+a) — Às(Qo.0). 


Mais Qo,0 est inclus dans un hyperplan, donc il en est de même de son cône engendré, et donc ÀAs(Q,0) = 0. Ce 
qui conduit à la formule souhaitée. 


La fonction f(4) : [0,27] + [0,1] définie par f(0) = ÀAs(Q0.0) est donc croissante, vérifie f(0) = 0 et f(27) = 1, 
et f(0+ 0") = f(0) + f(8") lorsque 0 + 8! < 27. On en déduit successivement que 


27 1 : 
e f|[ — | = - pour tout entier q > 1, 
q q 


e f(27r) = r pour tout rationnel r € [0,1]. 
Comme f est croissante, pour tout x € [0,1] et ge N°ona 


LA cati+l 


< f(2rx) < 
q q 


et on obtient f(27x) = x en laissant tendre q vers +00. Il vient alors 


B—- a 
27 


À5(Qa,8) = Às(Q0,8-a) = 


4. Remarquons tout d’abord que L(ab) € [0,7], et que L(ab) Z0siaZb. On a 


L(ab 
1b — a]? = [16]? + [la||? — 2(a, b) = 2 — 2 cos L(ab) = 4sin? x 


On a donc ||b — a[| = u(L(ab)) avec u(x) = 2sin 5 (le signe est positif car L(ab) € [0,x]). Ainsi, lorsque x tend 


3 = 
vers 0Ÿ, u(x) + x et u(x) -x en On en déduit que — 0. Par ailleurs, comme u(x) ne s’annule 
u(x 
u(x) — x . Re ’ 
pas sur 0,7}, la fonction x + EUR est continue et prolongeable par continuité en 0. Elle est donc bornée 
u(x 


par une constante X. On a alors [u(x) — x| < Ku?(x), d’où 


lb al] — K1lb— all < L(ab) < 11b— al] + K11b— alf°. 


. Soit à = (21,%0,...,2n) € S"1, On a (x, a)(x,b) = x1(x1 cos 0 + x2sin0). Ainsi, ce produit est négatif lorsque 


x est dans le domaine grisé : 


soit lorsque x € Qz,z+9 UQ-_x,_2:4,9. Comme l'intersection de ces deux quartiers de sphère est incluse dans 
l’hyperplan x, = 0, elle est de mesure nulle et 


0 Q 0 L(ab 
Às (Qz,z40UQ-3,_z46) = CPS nue e ) 


Dans le cas général, on considère une rotation r qui envoie sur la base canonique une base orthonormée dont les 
deux premiers vecteurs sont (a, b’), où b' est tel que b est dans l’espace vectoriel engendré par (a, b'). Il existe 
une telle rotation car n > 3. On a alors 


{x € 87, (x,a)(x,b) < 0} = {x € 977", (r(x),r(a))(r(x),r(6)) < 0} 


Par invariance par rotation, 


As € 8-1, (x, a){a,b) < 0}) = As({ € 871, (a,r(a)}{e,r()) < 0) = ECO) 


ILB - Balayages orthogonaux 


1. 


(a) Si (a, y(t)) = 0 ou (a, y(t + h)) = 0, alors on a bien Ny+47] > 1. Sinon, (a, y(t)) et (a, y(t + h)) sont de 
signes contraires. Le théorème des valeurs intermédiaires appliqué à la fonction x + (a, y(x)) entre t et 
t+ h assure l’existence de c € [t,t + h] tel que (a, y(c)) = 0. On a alors bien Nj sn > 1. 

(b) Soit (x) = (a, y(x)). La fonction w est dérivable et g'(x) = (a, y'(x)). Si Nyrrn(a) > 2, alors il existe 
d1 < to Eft,t+h] tels que y(x1) = w(x2) = 0. Le théorème de Rolle assure alors qu’il existe c €]æ1,x2| tel 
que w’(c) = 0. Aïnsi a L /(c). 

L’inégalité de Cauchy-Schwarz fournit [’(x)| < [|y/(æ)|| et [p”(x)| < ||} (x)|l, et le théorème des accroisse- 
ments finis permet d'écrire successivement 


Vrefét+h],[p'(x)] < [1x — el < ITR 


a, 6) = lp) = le — &(a1)l < IT RIÉ — ail < |y/1IRŸ 


(c) En reprenant les notations précédentes, supposons sans perte de généralité que w(t) > 0. La fonction w(t) 
s’annule en un point x, et atteint donc son minimum en un point c différent des extrémités du segment. 
En ce point on a done 4’(c) = 0 et on conclut de la même façon qu’à la question précédente. 


2. (a) Soit F l’ensemble 
F={ae 8" /l{a,r()l <|r"Ioh?}, 
et soit G l’ensemble 
G={ae 87 (a v(t)}(a,r(t+h)) < 0}. 


L(y(t Fe 
insu ie 2MERSED) 
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Get Ne 


. Vérifions que la différence symétrique entre les ensembles 


(1) est incluse dans F. 
Siae N, el )\G, alors par 1c), a € F. Donc 
XS(NE (0) € Xs(G) + ASF) 
Sia€ CN ++h] (1), alors par la), Nys4n > 2 et par 1b), a € F. Ainsi 
Às(G) < As (Nr en(1)) + As(F) 
et donc |As(G)—AS(N, Cl ))|< As(F). Par ailleurs, la question IT.A.1 fournit, à rotation près, l'inégalité 


2" h°1|9" 10e 


= Ch? 
An(Bn) ê 


Às(F) < 


Pour l'écart ii), on sait par hypothèse que si & > M, alors AS(N!(k)) = 0. Par 1b), si2<k< M, 
ÀS(N T1 (E)) < Às(F) < CR? 


+00 
Donc Ÿ_kAS(N 1(k)) < (M —1)MCR? < M?CR? et [Agen — AS(N 7 (1))| < M?CR?. De plus, d'après 
k=—2 
IL.A.4, 
LOGO R)) In) TC H RIT E pp2 
T T _ 
y) — ++ h)I] 


Il vient donc 


Aïrt+n] < (M?C +C+ K)h°? 
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(b) Si J est un intervalle point, J = [t,t], alors N7'(k) = Ü si k > 2 et Ny1(1) = {a/a L y(t)}. Ce dernier 
ensemble, ainsi que son cône engendré, est inclus dans un hyperplan de mesure nulle, donc À 7 = 0. On en 
déduit ainsi que si t < #’ < #”, alors A4 4 = At + At e. 

Considérons alors u(x) = A, x], Où to est la borne inférieure de 7. D’après la question précédente, on à 


dy OEIL Ge Lo n 


T 


Donc, en passant à la limite lorsque À tend vers 0*, u est dérivable à droite en x et sa dérivée à droite vaut 
P q ) 


In 


. On obtient de même que u est dérivable à gauche. Il ne reste plus qu’à intégrer pour obtenir A7. 


Partie III 
Le nombre moyen de zéros d’un polynôme. 


IIT.A - Coefficients de même loi gaussienne. 


1 æll? 
1. On a P eo [ € a) : re er + 1. z eAdAn(x). Effectuons dans cette intégrale le changement de 
T nm æ 


variable bijectif x = r(u). On a alors : 


Pl ecA)- x J els dt 
Ilal| _ (27)7/2 Jrn Tan € À “ 


Mais, comme r est une isométrie, on a 


a 1 lul|2 a 
À | = De À :4 1 . =P| — (A) |). 
(E ) PTE Le rémer-#(adAn(u) Ge (4) 


2. Supposons tout d’abord que 7 est un segment. Fixons a = (a1,...,an) € R", non nul (ce qui est presque 
sûrement le cas). Le nombre de zéros de la fonction f associée est le cardinal de 


(tel /afi(t) +afalt) +: +anfn(t) =0}={tET/ KI L()} 


Il s’agit donc bien de N7 () . Ainsi le nombre moyen de zéros dans l'intervalle T est l'espérance de N7 () à 
a a 
Comme la loi de al est Às, on retrouve l'expression de A7. On a alors 
a 


1 ! 
Ai= > [lat 


puisque (#) est, comme u(t), de classe C?. 


Pour conclure au cas où 1 n’est plus un segment, on écrit ? comme la limite croissante d’une suite de segments 


a 
J,. Ainsi Nr | — | est la limite croissante de N7 Te , et le résultat Ar, — A7 s'obtient par le théorème 
: Ilal] ? (all ; 


de convergence monotone. 


3. Ecrivons v(t) = u(t)y(t), où u(t) = |fu(t)||, et y(t) € S°7!. La fonction u(t) = 4/{u(t),u(t)) est C?. On à alors 


p(,y) = nmu(x) +mu(y) +In(y(x),7(y)) 

den = “G@), Gr) 
CNET EECTO ETC) 

de ay = Le») _ WELr1W)0), y) 

0x0y ((x), (y) (x), 7)? 

®v FOI: OO S / . 
Enfin, Oxôy (£,t) = EOIE DO Mais comme (t) L +y'(t) et que [|y(t)|| = 1, il reste 
MOI = C0 
4. Les fonctions (1,f,...,{") forment bien un système libre de fonctions C? qui ne s’annulent pas simultanément. 


La majoration de N} par n est effective par le fait qu’un polynôme non nul (c’est presque sûrement le cas) admet 
au plus n zéros. Donc le nombre moyen de zéros réels du polynôme P dans un intervalle quelconque I est 


1 ! 
= [ina 


1 — n+1 
Dans le cas présent, @(x, y) = In(1+xy+x°y° +...+2"y") = In (a), en supposant que xy # 1. On 
a alors 
0 —(n+1)yttlr y 
(9) —_ ) n+l 
Ôx 1 — (xy) 1 — xy 
dy 7. Go + 1) a" (y) 1) — (+ Dylan + et y" | 1 
WE — 
Dxdy” A =Gyrr) (y 
1 (n +1)242 


On obtient alors, lorsque #? Z 1, ||y/(#)||? = Si l'intervalle 7 ne contient pas +1, le 


17 (frr221% 
nombre moyen de zéros de P sur I est 


1 : 1 (a+), 
T Jr (t2 = 1)? (t2n+2 = 1)? 


1 
La parité de |}}/(t)|| et le changement de variable t n prouvent que les intégrales sur les domaines ] — 00, —1|, 


]—1,0[, ]0,1{, ]1,+oo![ sont égales, et donc que 
+00 
Î I (6)IIdé = 4 ;. y (O)Idé = Es. 


IILB - Une classe de polynômes circulaires 


1. (a) La linéarité de Ly est évidente de E dans R[X, Y]. Le fait que Im Zy € E se vérifie sur la base canonique 
CAPE) : 
Lo(XF YF) = (cos 8X + sin 0Y }*(— sin /X + cos 0Y )" À 
qui est bien homogène de degré n en X et Y. 
Il est clair que Lo © Lyr = Lo+g. Notamment, les deux applications commutent. 
Lo+n(P) — Lo(P) _ (Ln — Lo)(Le(P)) 


(b) Fixons 0 et P. On a pour h £ 0, F = h : 


Pour tout polynôme X*Y"-É, considérons 
PCR) = Ln(XFY TS) = (cos(h)X + sin(h)Y)*(— sin(A)X + cos(h)Y)""F. 
La dérivée de f en 0 est 
NOT Re ner Po 
la formule étant valable aussi pour k = 0 et k = n. Par linéarité, pour tout polynôme P, on a 


(Ln — Lo)(P) 
hk hs 


A.P 
0 


Et en particulier, 


O(Le(P)) __. Lo+n(P) — Lo(P) | 
DU nn h 
Xo 0 
(c) Considérons des réels À0,...,), positifs et D — Fa. . On a alors 
0 Ân 
0 
1. — 
0 Fe 0 0 
A . 
—n. — 2 
0 
DAD ! = 0 —(n— 1). 22 0 
À 
ÀÂn=1 
n. 
À de 
Sr 
0 0 152 0 


Ainsi, DAD”! est antisymétrique si et seulement si pour tout k < n — 1,(n — k) 


k+1 
encore À41 = À? —. Avec la condition À4 > 0 et Ào = 1, on obtient 
Fe 
X = X 1X2X...Xxk = (7. 
nx(n—-1)x...x(n—(k—1)) k 
n 
1/4/(0) 0 
/ 0 


La matrice D qui convient est alors D — 


0 


(d) Fixons P, et considérons f(0) = Lo(P). On à f(0) = P et f’(8) — A.f(8). On en déduit que f(8) — 
exp(0A).P, soit encore Lo(P) = exp(0A)P. Ainsi 


DLg(P) = Dexp(9A)D DP = exp(86D AD) DP = Q(6)DP 


où Q(4) = exp(8D AD!) est bien orthogonale puisque DAD”! est antisymétrique (c’est même une rotation 
puisque l’exponentielle des matrices réelles est à valeurs dans GL;(R)). 


2. (a) Soit B un borélien de E. P(Lÿ(P) € B) = P(DL4(P) € DB) = P(DP € Q(0) ‘DB). Or la variable 


n\ 1/2 n\ 1/2 
DP = (ao ( “ Shui sn ( ) ) suit une loi gaussienne centrée invariante par rotation, et donc 
n 


P(Le(P) € B) =P(DP € Q(60) DB) =P(DP € DB) =P(P € B) 
Donc les variables Lo(P) et P ont même loi. 
—1/2 
(b) On pose ax = 4x ( . . Les az suivent une loi gaussienne centrée de variance 1, et le nombre de zéros 


n\ 1/2 


de P — D ax X KE est le même que le nombre de zéros de la fonction {+ D 7 ( =) t*. On utilise alors 


HO OR ON) 


On a, avec les notations de TIIT.A.3, 


la pes IIL.A.2 avec 


px, y) = mi ( af = In(1 + y)" = nin(1 + xy) 


k=0 
0 o? 1 — 
On obtient alors 2 (9) = Re et Dao, eV) = ee — ce qui conduit à 
vn 
HOI= 


Ainsi, le nombre de zéros de P dans l'intervalle ]a, b[ est 
b 
1 
ve | dt = Van b— arctana) 
a L+t T 


En particulier, si ]a, b[= R, le nombre moyen de zéros sur R est 4/n, ce qui est sensiblement différent des 


2 
— Inn du cas précédent. 
T 


Partie IV 
Quelques résultats sur les séries aléatoires 


IV.A - Majoration du nombre de racines d’un polynôme. 


1. (a) On peut raisonner sur les coefficients de Q, mais aussi remarquer qu’on a la formule de Parseval : 


1 27 | 
ar = ZE [eco 2 [iecyrar 


#2] = |1 + e*2|, donc 


(A +20) (e)] = (A + X2)Q(X)) (6) 
En s’intégrant, cette égalité donne bien ||(X + z)Q(X)|| = [IX + 1DQ(X)||. 


Or, le +2|=|1+e 


1 
(b) Si |z| > 1, alors —z est racine de (X + z)Q(X) et —- est racine de (ZX +1)Q(X). Donc on a 
z 


M{(X +2)Q(X)) = M((X +1)Q(X)) 


puisque la perte de la racine (—2) est compensée par le produit du coefficient dominant par z. On 
peut alors montrer l’inégalité demandée par récurrence sur le nombre de racines de module supérieur à 
1. L’initialisation dans le cas où toutes les racines sont de module < 1 est triviale, puisqu'on à alors 
M°(P) = lanl? < IIPIF. 
nm 
2. Considérons le polynôme P — ÿ: az XF et soit p > 1. Soit Z le nombre de racines de module supérieur à p. On 
k=0 
a 
PI 
lanlpZ < M(P) < ||PII et donc Z < en 
Maintenant, prenons p €]0,1[. Les racines de P de module < p sont exactement les inverses des racines de 


1 
F (:) = An + An-1X +: + a0X" 


DE 
1 . 1 k=0 

de module > —. Il y en a donc moins de —.In ——— 
P In 5 lol 


Enfin, si on pose Q(X) = P(pX), il y a autant de racines de Q de module inférieur à p que de racines de P de 
module inférieur à p?, soit moins de 


IV.B - Cas de la série De 
EC 


1. Considérons l’évènement |az| > k. Pour k >2,ona 
} 


P(laxl > k) 2 ru pq e 2 14 a oi 
ag| > = —— e L' —— e <e 
. V2T Jx V2T Jx 


en utilisant le fait que =< < 1. Par le lemme de Borel-Cantelli, on a presque sûrement |a;| < k pour tout k 
k 
assez grand. Comme la série » Cr converge pour tout x réel (par la règle de D’Alembert par exemple), il 
en est de même de la série a. 
DE 
2. D’après le théorème des zéros isolés, Zu (f) est finie dès que les ax sont non tous nuls, ce qui est vrai presque 
sûrement. 
Fixons (a1,a2,...). On à alors défini f” qui admet un nombre fini de zéros 21,22,...,z, sur [a,b]. Posons 
+00 
g(x) = 2 JR xf. Alors f(z;) = 0 si et seulement si ao — —g(zx), ce qui arrive avec une probabilité nulle. 


Ainsi, Lu &2,...) étant fixés, la probabilité que f et f’ aient un zéro commun est nulle. Le théorème de Fubini 
permet alors de conclure que la probabilité que f et f” aient un zéro commun est nulle. 


Maintenant, fixons (ax)x>0 tels que f et f” n'aient pas de zéro commun, que f(a) et f(b) soient non nuls, et que 
la série entière définissant f soit de rayon +. Ces conditions sont presque sûrement réalisées. La théorie des 
séries entières assure alors que $, converge uniformément vers f et que $/, converge uniformément vers f’. 


Soient a < 21 < 22 < --: < 29 < b les zéros de f dans [ab]. Soit € tel que les intervalles [24 — £,24 + €] ne 
contiennent pas de zéros de f’. On pose 


e a=inf|f(t)| pour t € [a,b] privé des intervalles ]24 — €, 2x + el. 
e B=inf}f'(t)| pour t parcourant les segments [24 — €, 2% + €]. 


Par un argument simple de compacité, a > 0 et 5 > 0. 


œ 2 ; 
Pour n assez grand, |[S, — f|| < : et donc 5, n’admet pas de zéros en dehors des intervalles [24 — €, 2x + €]. 
Pour n assez grand, |[S", — f'|| < 9” donc $} n’admet pas de zéros dans ces intervalles. Ainsi, $, est strictement 
monotone sur ces segments et admet au plus un zéro dans ces intervalles. 


a : 

Or, si [Sn — < —, le signe de S, et de f est le même en z; — € et en 2 +e. Comme f’ ne s’annule pas sur 
; 9 g 

[zx — €,2x + €], f y est strictement monotone et donc change de signe. Il en est donc de même pour $,, qui 

admet au moins un zéro sur [24 — €, 2x + €| 


En conclusion, pour n assez grand, Zu n(Sn) = Zjaw(f) (presque sûrement). 


. Pour passer de la convergence simple à l’espérance, on se place dans les hypothèses du théorème de convergence 
dominée. On considère M > 0 tel que [a,b] € [- M, M] et on va construire une majoration de Zi_wm](Sn) par 
une variable aléatoire intégrable ne dépendant pas de n. 


nm 
a 
Le nombre de racines de S, — ÿ 4 XF réelles et de module inférieur à M est plus petit que le nombre de 
k=0 


VI 


1 
racines complexes de $,(2MX) de module inférieur à 9’ D'après la question IV.A.2, ce nombre est inférieur à 


Ainsi, sous réserve de définition, Z_w,m](Sn) est majoré par 


A D 
Y = en (n (deu ) | 1) 
Comme presque sûrement ao Æ 0 et |ax| < k pour k assez grand, la variable Y est définie. Reste à prouver 
qu’elle est intégrable : 
e La variable — In [a est intégrable, puisque l'intégrale Î- In lle /24t converge. 


+oo 9 
e Posons W = In D eur). Si W < 0, alors W > In|ao], donc W = — min(W,0) est intégrable. Par 
k=0 


ailleurs, si W > 0, alors par l'inégalité In(x) < x on a W* < a CM)". Or, comme l'espérance de af est 


2 2 
égale à 1, la série 5 L (em) converge. Comme L! est complet, la variable aléatoire ÿ (CM?) est 
intégrable. Il en est donc de même de W*. 


Au final, la variable aléatoire Y est intégrable. Le théorème de convergence dominée permet alors d'affirmer que 
(Za,(Sn)) — E(Za(F)). 


L b 
D’après la question IILA, E(Zhe(Sn)) = = y, ()[Idt, où 7,(t) est la projection sur S” de v,(t) = 
oh 
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dr 
: 


k! 
k=0 
n—1l n n—2 n n—1 n—1 
(æy)° (xy)° (xy)° (xy)* (xy)° (xy)° 
X + Ty X — Ty X 
Ox0 L = n æy)* n æy)® 2 
# ( Fo x io >) 
4 (#)1P = fa) (te + C0) = tj 40) 
" JÈ() 
NS - a . 2 t? ! 2 . 2 
Où fn(t) = 7. Comme fn(t) converge uniformément sur [a,b] vers e”, ||}, (t)||" converge uniformément 
k=0 
vers 1. D’où b 
: — à 
(Zia,(9)) = 
T 
+00 
IV.C - Cas de la série Ÿ_ ar”. 
k=0 


1 
De même qu’en IV.B.1, on vérifie que presque sûrement, me) < lax| < k? pour k assez grand, et ainsi le rayon de la 
série est presque sûrement 1. 
Le fait que f et f” ont presque sûrement un nombre fini de zéros et aucun zéro commun se prouve de la même façon 
qu’en IV.B, ainsi que la convergence presque sûre de Zhao(Sn) vers Zan(f): 


Si [a,b] C [-p°,p°], on a la majoration Zn (Sn) < 


[ao] qui permet d'utiliser la convergence dominée. 
ao 


La convergence dans L! de ÿ a? p?* provient des mêmes arguments que tout à l’heure. On a alors 
k 
d 1 (n + 1)2427 
(Zrab(Sn)) = dt 
( [a] ( )) dl Va 2) (1—-+n2ÿ 
1 


qui tend par convergence dominée (intégrande < 1} a #p) Vers 


à A 4 
(Za(F)) = 1=Ë dt = _ (argth b — argth a) 
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